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n’est pas exigible dans le socle.

Le recours a une décomposition en produits
de facteurs premiers ou obtenus a partir des
critéres de divisibilité vus en classe de
sixiéme est possible dans des cas simples,
mais ne doit pas étre systématisé. A ce
propos, la notion de nombre premier est
introduite sans donner lieu a un
développement particulier ni & des exercices
systématiques de décomposition en facteurs
premiers (notions étudiées en classe de
seconde).

2.2, Calculs
élémentaires sur les

N £ D o, TR, SRR S [ SO ) L SR NS S S [ SRS [N S P | SR [N Y SRS J.S T U S SR T P

» Dans ce chapitre, tous les nombres utilisés sont des entiers naturels ( hon nuls )

NOMBRES PREMIERS

Un nombre premier est un nombre entier naturel qui posséde exactement deux
diviseurs.

Remangued :
Un nombre admet toujours 1 comme diviseur.
Un nombre admet toujours comme diviseur lui-méme.

Un nombre ( supérieur a 1) est premier s'il N'admet comme diviseurs que 1 et lui-méme. ( Comme il est
supérieur a 1, ces deux diviseurs seront bien distincts ).
1 n'est pas un nombre premier. L'entier 1 ne possede qu'un seul diviseur 1.

Exemples :




P 2 est un nombre premier. Ses diviseurs sont 1 et 2. C'est d'ailleurs le seul nombre pair premier. Un
nombre pair (supérieur a 2 ) a comme diviseurs 1, lui-méme et ... 2 ( qui est différent du nombre )
Par exemple 6 n'est pas premier. Ce nombre a 4 diviseurs (1;2; 3 et 6)

Excepté 2, tous les nombres premiers sont impairs.

» 3 est un nombre premier. Il n'a comme diviseur que 1 et 3.

» 5, 7 sont des nombres premiers.
» 9 n'est pas un hombre premier. 3 est un diviseur de 9.

Remangues -

Il existe une infinité de nombres premiers ( Euclide ) et ils
sont répartis de maniére irréguliére dans I'ensemble des
nombres. Aucune formule ne permet de les déterminer.
Par opposition, un nombre produit de deux nombres entiers
(différents de 1) est dit composé.

Par exemple 8 est composé (8 = 2 x 4).

1 n'est ni premier ni composé.

Remarqued :
Les nombres premiers inférieurs a 100 sont :

2, 3ng, 7,11, LT 19723 2Qu31, 37, AP 3 +42703, 58,01,

67, 71,473, TOR8ORE%et 97-

Recthenctie des wombres premiens infinieans a 100

Le crible d'Eratosthéne est un procédé qui permet de trouver tous les

nombres premiers inférieurs a un certain nombre donné.

Dans un tableau 10 x 10, inscrivons tous les nombres inférieurs a 100.

» 1 est asupprimer (1 n'est pas un nombre premier )
» 2 est un nombre premier.

Euclide (vers -300 av. J.-C.), donne,
dans les « E/éments » , la définition
des nombres premiers, la preuve de
leur infinité, la définition du plus
grand commun diviseur (PGCD) et du
plus petit commun multiple (PPCM), et
les algorithmes pour les déterminer,
aujourd'hui appelés algorithmes
d'Euclide.

Tous les nombres ( supérieurs a 2 ) multiples de 2 ( c'est-a-dire pairs ) ne sont pas premiers ( ils sont

divisibles par 2 ). Supprimons-les dans le tableau suivant :
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» 3 est un nombre premier. Tous les multiples de 3 ( supérieurs a 3 ) ne sont pas premiers. Ils ont
comme diviseurs 1, eux-mémes et 3. Remarquez, que dans ce tableau, les multiples de3 sont répartis en

diagonale.
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» Supprimons maintenant les multiples de 4. Ces nombres sont déja supprimés. Un multiple de 4 est
tout d'abord un multiple de 2.

» 5 est un nombre premier. Tous les multiples de 5 ( supérieurs a 5 ) ont comme diviseurs 1, eux-
mémes et ... 5. Ils ne sont donc pas premiers. Supprimons tous les multiples de 5 ( colonne contenant 5
et colonne contenant 10 )
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» Supprimons maintenant les multiples de 6. Ces nombres sont
déja supprimés. Un multiple de 6 est tout d'abord un multiple de
2 (et/oude 3).

P 7 est un nombre premier. Supprimons les multiples de 7
supérieurs a 7. Plus difficiles a repérer dans le tableau !
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» Supprimons maintenant les multiples de 8. Ces nombres sont déja supprimés. Un multiple de 8 est
tout d'abord un multiple de 2.

» Supprimons maintenant les multiples de 9. Ces nombres sont déja supprimés. Un multiple de 9 est
tout d'abord un multiple de 3.

Jusqu'ol doit-on aller ? Jusqu'da+100 , c'est-a-dire 10 |

Notons tout d'abord que 100 = 10 x 10 . (+/100 =10 )

Nous avons déja constaté que les multiples vont par paires ( méme s'ils sont identiques ). Si un hombre de
ce tableau ( nombre inférieur & 100 ) a un diviseur supérieur a 10, le diviseur associé est nécessairement
inférieur a 10. Nous pouvons donc arréter la recherche a 10.

» Supprimons maintenant les multiples de 10. Ces nombres sont déja supprimés. Un multiple de 10 est
tout d'abord un multiple de 2.

Les nombres restants sont les nombres premiers inférieurs a 100 !ll!

Remargue importante Tombres premiens eutre eax
Rappelons que :

Deux nombres sont premiers entre eux ( on dit aussi étrangers) s'ils n‘ont pas de diviseurs
communs ( a part 1), c'est-a-dire si leur plus grand commun diviseur ( PGCD ) est égal a 1.

ATTENTION :

' Deux nombres premiers sont toujours premiers entre eux ( étrangers )
Evemple: T et 13
e Mais, ceci n'est pas nécessaire
Evemple: 4 et 9 sont premiers entre eux ( étrangers ) sans étre premiers ( 4 n'est
pas un nombre premier et 9 n'est pas un nombre premier )




IMPORTANCE DES NOMBRES PREMIERS

Les nombres premiers sont les briques de la
construction des entiers naturels.

Tout nombre entier naturel ( supérieur a 1) est décomposable de facon unique en un
produit de facteurs premiers.

Exptications
Par exemple, considérons le nombre 6.
Ce nombre peut s'écrire sous forme d'un produit de nombres premiers ( et d'une seule maniére ). Nous
avons :
6=2x3 (2et 3 sont des nombres premiers )
Autre exemple. Considérons 24.
Nous avons :
24=2%x12=2x%x(2%x6)=2%x2%x6=2%x2x%x(2x3)=2%x2x%x2x3 (produitdenombres premiers )
Nous écrirons, pour simplifier :
24=2x3
Et ceci est vrai pour tout nombre supérieur a 1.
Méme si le nombre est premier :
7 se décompose en ... 7|
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» Décomposition en facteurs premiers de 60 :
Nous disposerons la recherche

> On écrit 60 a gauche d'un trait vertical.

P > Puis, on recherche, si possible dans I'ordre, un facteur premier
60 f 4 qui divise 60. Le premier nombre premier est 2
60:2=30
30 £ > On inscrit 2, sur la méme ligne que 60 et le quotient 30 en
s 3 dessous de 60.
i 5 [> Puis on recommence ...
/ > 30 est divisible par le hombre premier 2. On écrit 2 sur la méme
ligne que 30 a droite.
> 30:2=15

> On inscrit 15 sur la troisieme ligne. 2 ne divise pas 15, essayons
le nombre premier suivant, c'est-a-dire 3.

[>15:3=5.Oninscrit 3 adroite de 15 et 5 sur une quatrieme
ligne a gauche.

> 5 ( nombre premier ) est divisible par 5 . On écrit 5 a sa droite
et le quotient 1 sur la cinquieme ligne.

D> Cest fini !




Nous avons donc :
60=22x3x5

» Décomposition en facteurs premiers de 63 :

63| 3 63=32x7
2] | 3
7 7
/

Zemargue - (Par curiosité )
P Reprenons le nhombre 60.

> Quels sont les diviseurs de 60 ?
Attention d ne pas confondre cette recherche avec la décomposition présentée
ci-dessus. La disposition semble tre proche, mais la recherche est différente :
Les diviseurs de 60 sont donnés dans le tableau ci-contre :
Nous en dénombrons 12.
[> Reprenons la décomposition en facteurs premiers de 60 faite ci-dessus
60.= 2%x.3gub

Dans cette expression,

L'exposant du nombre premier 2 est ...... 2

L'exposant du nombre premier 3 est ....1 (3=3")
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L'exposant du nombre premier 5est ....1 (5=5")

Ajoutons 1 da ces trois exposants :
3 2 2 :
2 + 4853
1+41=2
il =2
Le produit de ces nouveaux nombres est
2 1 | 3x2x2=12
2 X3 x5 12 est le nombre de diviseurs de 60 !lll

Reprenons le nombre 63.

La décomposition de 63 en facteurs premiers est la suivante ( voir ci-dessus )
QIR 7 ='3° x T

Ajoutons 1 aux exposants et multiplions ces nombres. Nous avons :
(2+1)x(1+1)=3x2=6

Nous pouvons affirmer que le hombre de diviseurs de 63 ( sans les connditre ) est 6

( Pour vérification , les diviseurs de 63 sont1,3,7,9,21,63)

RECHERCHE DU PGCP AVEC LES
NOMBRES PREMIERS :

Cherchons le PGCD des deux nombres 60 et 48 :
Décomposons en un produit de facteurs premiers ces deux nombres. Nous avons :
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Nous obtenons :
60=22x3x5
48 = 2% x 3

Pour avoir le PGCD de 60 et 48, il suffit de prendre les facteurs premiers communs aux deux
décompositions (ici 2 et 3 sont dans les deux décompositions, pas le nombre 5 ) ...

Nous pouvons déja écrire PGCD( 60 , 48 ) = 27 x3’
.. et d'attribuer a ces deux nombres le plus petit des exposants.

Pour le nombre premier 2, 'exposant pour 60 est 2 et 'exposant pour 48 est 4. Le plus petit

exposant est 2
Pour le nombre premier 3, 'exposant pour 60 est 1 et I'exposant pour 48 est 1. Le plus petit

exposant est donc 1.
Donc PGCD( 60,48 )=22x3'=4x3:=12




