IHEMES:

RACINE CARREE

TYPES D'EXERCICES SOUVENT RENCONTRES
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Aexercice

Rappel
» Nous connaissons la valeur de certaines racines carrées.
Par exemple :
Ja =2 (car2%=4) , J36 =6 (car6?=36) |, J1 =1 (car1?=1)
V100 =10 (car 102 =100) V121104 = 348 (car 3482 = 121104 ) ( avec l'aide de la calculatrice Il )
N ABEa=y® ( car'l 54 27250
Mais il est impossible de donner une valeur sous forme décimale de V2 ,de V3 ,de V8 , ..
D'apres le cours , nous savons qu'il existe (?? ) un hombre dont le carré est 2, mais hous he pouvons pas
en donner la valeur... décimale ( cette valeur décimale n'existant pas!)
Pour~/2 , la calculatrice donne comme valeur approchée : 1,414213562 ( il existe d'autres chiffres aprés
le 2)
Ce nombre 1,414213562 élevé au carré donne ( a la calculatrice ) :

1,4142135622 = 1,999999999 ( mais pas 2 IIl')
Nous savons que ce nombre V2 est compris entre 1,4 et 1,5, ou, avec plus de précision, entre 1,41 et
1,42 , ou encore entre 1,414213562 et 1,414213563 , mais nous ne pouvons pas lui donner une valeur
décimale .

Par contre, il existe des racines carrées faciles a conndaitre. Ce sont les racines carrées des nombres

appelés des « carrés parfaits » ( Un carré parfait est le carré d'un entier ) .
Par exemple 1,4 ,9,16 , 25 ,.. sont des carrés parfaits .

Elévation Nombre| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10818 -1 Il 12 Racine
au carré Carré 1 | 4|9 |16(25|36|49 | 64 | 81 |100|121|144| .. carrée

Ces quelques carrés parfaits sont a connditre.




Par exemple, le carré de 7 est 49 , donc la racine carrée de 49 est 7.

J49 =7
De méme, le carré de 8 est 64 , donc la racine carrée de 64 est 8.
J64 =8
Nous avons donc le tableau suivant :
Nombre 4 9 16 | 25 | 36 | 49 | 64 | 81 100 121 144
Racine J4 | V9 |16 [V25 |36 |49 |Je64 |81 | V100 | V121 | /144
carrée =2 = =4 = = = = =9 =10 =11 =12

» Une propriété du cours :

Jaxb =+a x+b avec a et b positifs
Remargue :
Ja+b zva +Jb

v

Cette propriété, concernant la multiplication et les racines carrées, va nous permettre de simplifier
certaines racines carrées.
> Simplifions par exemple /8 .
Cherchons si le nombre 8 est égal au produit d'un carré parfait par un autre nombre .
Nous avons 8 = 4 x 2.
Donc: /8 =+4x2 =4 xJ2 =2x/2=242
> Simplifions /32 .
Quel carré parfait est un diviseur de /32 ?
En les prenant dans l'ordre croissant, nous constatons que le carré parfait 4 est un diviseur de 32
Nous avons donc :
V32 =/4x8 =4 x8 =248
Mais la simplification n'est pas totale. V'8 peut encore se simplifier comme nous I'avons vu
précédemment.
V32 =V4x8 =4 x/8 =28 =2V4x2 =24 xJ2 =2x2xJ2 =4xJ2 =42
Il est cependant possible d'effectuer cette simplification plus rapidement. Si 4 est un diviseur de
32, il existe parmi les carrés parfaits inférieurs a 32 (4,9, 16 , 25 ) un autre diviseur de 32. Le
carré parfait 16 divise 32. Nous avons donc :
V32 =416x2 =16 x\/2 =442
> Simplifions v/12 .
4 est un carré parfait et divise 12. Nous avons donc :
V12 =J4x3 =4 x/3 =243
( 3 n'étant pas divisible par un carré parfait de la liste donnée, la simplification est terminée. )
Et si nous écrivions 12 comme le produit de 6 par 2 ? Cette fagon de faire n'est pas a conseiller
puisque ni 6 , ni 2 ne sont des carrés parfaits. Cependant, nous pouvons écrire

V12 =V6%x2 =16 x4/2 =V2x3 x/2 =2 x/3 x/2 = (12 )*x4/3 =2x/3 =243

Evencice 1
Simplifier les écritures suivantes :
A=2J20 -J45 +.J125 B=7J/3 -3/48 +5.12

C=J96 +2J6 -224 -354 D=2+32 -3/50 +6/8




> A=220 - 45 +125
Simplifions les différentes racines de cette expression.

Leo camnée parfacte : (sauf 1)
4,9,16 ,25,36,49,64,81,100, ..
et la racine carnée de ces carnés parfaite

Nous avons :
20 =/4x5 =4 x5 =2x5 =25 J4 =2,9 =316 =4 ,J25 =5,
J45 =\/9x5 =/9 x+/5 =3x4/5 =35 V36 =6,49 =7, ..

J125 =J25x5 =25 x5 =5x/5 =55

Remplagons, dans I'expression A, ces racines carrées par leurs écritures simplifiées.
Nous avons :

A=2x245 =345 +55

A=4y5-3J5 +5J5=(4-3+5)/5= 65 A=65

Zemargue : Une autre rédaction est souhaitée. Au lieu de simplifier séparément les différentes racines,
nous pouvons, dans I'expression A, les simplifier simultanément.

»B=7+3-3/48 +5.12

Nous avons successivement :
B=7+3-3/4x12 +5/4x3

B= 743 -3J4 xJ12 +5/4 x4/3
B:= 75—3x2x\/ﬁ+5x2x£
B= 73 -6412 +10/3
B=17/3 -6412

Nous devons continuer et simplifier v 12

B=17V3 -6V4 xV/3 =173 -6 x2x/3 =17/3 -12/3 =53

La simplification de +/48 a été exécutée en deux étapes. La rédaction pouvait &tre plus rapide en
constatant que 48 = 16 x 3. Nous obtenons alors :

B=7+3-3J16x3 +51/4x3

B= 743 -316 x/3 +5/4 x4/3

B - 7\/§—3x4xﬁ+5x2x\/§

B=7+3 -124/3 +1043 =543 B=53

»C=496 +2J6 -2./24 -3./54

Essayons de déterminer dans chaque radicande ( nombre situé sous le radical ) le carré parfait le plus
grand possible.

C=16x6 +2/6 -2J/4x6 -3/9x6

C= 16 xJ6 +2J6 -2V4 x/6 -39 xJ6

C= 46 +2J6 -2x26 -3x3J6

C=4J6 +2J6 -4J6 -9V6 =-7/6 C=-7J6

> D=232 -3J50 +6/8

D=2V16x2 —-3/25%x2 + 6+ 4x2

2716 x/2 —=34/25 x/2 +644 xJ2

D:2x4x\/_—3x5x\/?+6x2x\/?

D=8+42 -1542 +12J2 =542 D=5J2




Exencice £ : Brevet des Colléges - Guadeloupe-Guyane-Martinique - 97

Ecrire le nombre suivant sous la forme a+/b , a et b étant deux entiers avec b entier
positif le plus petit possible.

D=2/75x6

D=2J75xJ6 nfacte - (sauf 1)

Attention, cette expression n'est pas une somme ( ou une "36 49, 64,' 81, 190 =
différence ) , mais un produit ! ree de ces canés parfacte :
D%M] =316 =4,J25 =5,
49 =7,.

Cette méthode est peu conseillée, méme si, dans notre cas,

elle peut etre rapide. Il est préférable, en Mathématiques,

de travailler avec des "petits" nombres plutdt qu'avec des "grands" |

La propriété v axb =+/a x+/b peut (et doit ) étre lue dans les deux sens. Nous pouvons, et uniqguement
dans un produit, regrouper les racines carrées.

D=2 75xy 6=275x6=2+ 450
Nous devons maintenant simplifier cette expression.

D=2+450=2+9x50 =29 x4/ 50 =2x3x+/ 50 =6+ 50

Continuons :
D=6v50 =6y 25x2 =6+ 25 x/ 2 =6x5x4 2 =30V 2
> Wéthode 2 -
Simplifions chaque " racine carrée " ( Seul + 75 est simplifiable ) . Nous avons :

D=2+/25x3x+6
D=2v25xV3xJ6
D:2x5x\/_3x\/_6:10x\/_3x\/_6

A ce stade , deux méthodes s'offrent encore a nous :

D=10x+/3x6 =10x+/18 =10x/ 9x2 =10x/ 9 x4/ 2 =10x3x+/ 2 ==30+/ 2
u
D=10x+/3 x4/ 6 =10x+/ 3 x+/3x2 =10x~/ 3 x4/ 3x4/ 2 =10x(+/ 3 )2x4/ 2 =10x3x+/ 2 =30x+/ 2 =304/ 2
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Simplifier les expressions suivantes : >

Az(J2 -1)(2-V2) B=(2V2 - V5 )(V2 +V5)
C=(J6 +2)(V3 -V2) D=(V3 +45 ¥*-(V3 -V5 )
E=(3V2 -1)2-(2J2 +1)}(J2 -1)




(orrection :
> A=(J2 -1)(2-V2)

A=+2 x2-2 x[2 -1x2+1x2 =

A=242 -(J2)2-2+42

Az2\2-2-2+2
A=-4+32
A=-4+3y2

>B=(2v2 -5 )(V2 +V5)

mais (+/2 )2 =

A=(2-1)(2-42)
Si nous remplagons+/ 2 par x, nous obtenons |'expression
A=(x-1)2-x)
En développant, nous obtenons :
A=2x-x2-2+x
Comparez avec |'écriture A =22 -(J2)2-2+2
Continuons et réduisons notre expression. Nous avons :
A=-x%+3x-2
Remplagons maintenant x par V2 (le contraire de la premiére étape )
A= -(J2)2+3J2-2=-2+3J/2-2=-4+3J2
Nous retrouvons le résultat obtenu ci-dessus.
Remargue :
Ne procédez pas ainsi. Il faut comprendre et constater que les méthodes de
développement sont identiques a celles utilisées dans le calcul littéral. Ne

revenez pas a une écriture littérale. Il faut procéder directement comme
ci-dessus avec les racines

B =2v2 xy/2 +242 x5 -5 x4/2 - y5 x5

B =2(J2)2+2V2 x5 -5 xJ2 - (5 )?
Sacham‘que(ﬁ)z:2,que(x/g)2=5efque\/?xx/g=x/gxx/?: 10 , nous avons :
Bz 2x2+2+410 -V10 - 5 =4+2410 -4/10 - 5 = -1+410

c=(JV6 +2) (V3 -V2)
=18 -J12 +2/3 -24/2

nmmnnv

c=vV2

B=-1+410

Nous pouvons également écrire ( 3™ ligne ) :

C=3x24J2 -J2x3J3 +2/3 -242

=V 6 x/3 -V 6 x2 +23 -2J2 c=v2V343 -V3J2V2 +243 -2V2

C=V2(¥3)*-V3(J2)*+24V3 -2V2

=V9x2 -V 4x3 +243 -2V2 C=vV2x3-43x2+243 -2V2
=9 xV2 -J4xy3 +2/3 -2J2 Soit

=342 -24/3 +243 -2V2 =42 €=3J2 -243 +2J3 -242

Et donc C=v 2

> D=(V3 +45 ¥ -(¥3 -5 ¥
D=|(V3)2+2xV3xy5 +(/5 )7 [(V3)2-2xV3xy5 +(/5 )7
D=(3+2V3v5 +5)-(3-2V3/5 +5)

D=3+2/3V5 +5-3+2/35 -5

D=4V3V5 ou D=4/3x5=4J15

D=4v15




DE=(3V2 -1)2-(2V2 +1)(¥2 -1)
E=[(3V2)2-2x3J2 x1+1%]-[2(V2)2-2/2+ 2 -1]
E=[3%2(J2)%-6/2 +1]-[2x2-2V 2+ 2 -1]
E=[9x2-642 +1]-[4-2/2+42 -1]

E=[18-6+2 +1]-[4-2J 2+ 2 -1]

E=18-6+2 +1 -4+2J2-J2 +1

E=16-52
E=16-54J2

Autres types

Exencice 4 d’@X@FC (Ce5

On donne les nombres : /
a=2/5-3 et b=25+3 '

Calculera+b,a-b,a? +b? ,abet (a+b)?

= Attention aux parenthéses

> Calculdea+b:
Remplagons a et b par les valeurs données ci-dessus. Les différentes valeurs sont enfre parentheses .

a+b=(2J5 -3)+(25 +3)

a+b=2V5 -3+25 +3=4.5 a+b= 4.5
> Calcul dea-b:

a-b=(2J5 -3)-(2/5 +3)

a-b=2J5 -3-2J5 -3 :=-6 a-b=-6

> Calcul de a® + b2:

a2 +b2= (245 -3)2+(2/5 +3)?

a2 +b2=[(245 )2-12/5 +32]+[(2V/5 )?+12/5 +3?]

a2 +b2=[223(4/5 )2-12/5 +91+[2%(/5 )2 +12/5 +9]

a2 +b?=[4x5-12/5 +9]+[4x5+12/5 +9]

a2 +b2=[20-12/5 +9]+[20+12/5 +9]
a2 +b%=[29-125 ]+[29+12/5 ] =29-12/5 +29 +12/5 =58
a2 +b%=20-12/5 +9+20+12/5 +9 =20+9+20+9=58

a? +b? =58
> Calcul de ab :
ab= axb=(2+5 -3)(24/5 +3)
ab= (245 )%2-32=2%(J5)2-32 = 4x5-9=20-9=11 ab = 11




> Calcul de (a+b )?:

(a+b)*=[(2V5 -3)+(2V5 +3)I°

(a+b)2=[2/5 -3+25 +3]?

(a+b)*=[451]°

(a+b)%=42(/5)%=16x5 =80 (a+b)?=80

Evencice 5 - d'apres Brevet des Colleges - Poitiers - 1990

Prouver quev'8 x+/2 -2+/75 +5+/12 est un nombre entier . ( le symbole "x" est le symbole
de la multiplication )

V8 xyJ2 =16 =4 (d'apres la propriété 4 axb = Ja xJb qui doit également se lire Ja xyb =vJaxb )
L'expression a calculer est donc égale a ( nous appellerons A cette expression ) :

A= V8x2 -2475 +5+12

A= 16 -2/25%x3 +5/4x3

A= 4—2\/Ex\/?+5\/7x\/?

Az 4-2x5x3 +5x2x+/3

A=4-104/3 +10/3 =4 A = 4 donc A est un entier
RW :

Le premier terme pouvait également tre simplifié comme suit :

V8 xN2 =J4x2 xy/2 =4 xJ2 xJ2 =2x(J2 )?=2%x2=4

Enerncice 6 :
Les c6tés d'un triangle ITK ont pour longueurs :

J =243 +3 IK = 3v =2 et JK = 24 13

Démontrer que le triangle IJK est rectangle.

Recherche du plus grand coté :
A l'aide de la calculatrice , nous constatons que :

IJ= 243 +3=6,46 IK 34/3 -2=3,19 et JK=2413 =721
Par conséquent , si le triangle IJK est rectangle , il ne peut €tre rectangle qu'en I.
Le triangle IJK est-il rectangle en I ?
Nous avons ( calculs séparés ) :
» JK2 = (2413 )%= 2%x(4/13 )2=4x13=52
> IJ% +IK?= (243 +3)2+(34/3 -2)?
IJ2 +IK? = [(243)2+124/3 +32]+[(343 )2-124/3 +22]
IJ2 +IK? = [2%(V3)2+12/3 +9]1+[3%(/3)2-12/3 +4]
IT2 +IK2=[4x3+124/3 +9]+[9%x3-124/3 +4]




IJ? +IK? = [12+1243 +9]+[27 -12/3 +4]
Continuons le calcul dans chaque parenthése ou supprimons les :
IJ2 +IK2 = 12+12y/3 +9+27 123 +4 =12 +9+27 +4=52
Ces deux calculs permettent d'écrire que :
JK? =1J2 +IK?
Donc, d'aprés la réciproque du théoreme de Pythagore, le triangle IJK est rectangle en I

Erencice 7 : Brevet des Colleges - Caen - 1994

Soit |'expression C=x%-6x+7

Calculer C pour x = V5  (Ecrirelerésultat sousla formea+b+5)
Calculer € pour x = 3++/2

[> Calcul de € pour x = V5:

Nous avons : =

C=(5)*-6xJ5+7

C=5-6J5+7 = 12-6J5 c=12-6/5
[> Calcul de C pour x =3++/2:

Nous avons :

C=(3+J2)%-6(3+/2)+7
C=[3%2+2x3xJ2+(/2)2]-6(3+J2)+7
C=[9+6J2+2]-6(3+J2)+7

C=9+6J2+2-18-6/2+7 =0 C=0

Enercice §  Brevet des Colleges - Nice - Montpellier - Toulouse - 1991
Développer et écrire le plus simplement possible :

D=(4+54J2)2+(2J2 +3)(3J2 +7)

D=(4+542)2+(2J2 +3)(3J2 +7)

D=[42+4042 +(54J2)%]+(6(V2)2+14/2 +9/2 +21)

D=[16+402 + 52x(J2)?2]+(6x2+14J2 +9/2 +21)

D=[16+402 + 25x2]+(12+14/2 +9J2 +21)

D=[16+402 + 50]+(12+14J/2 +9/2 +21)

D=16+4042 + 50+12+142 +92 +21

D=16+50+12+21+40/2 +14/2 +9/2 = 99+632 D=99+63vJ2




