IHEMES:

THALES
DEMONSTRATIONS

Rappel du théoréme de Thalés : A

Soit ABC un triangle.
Soit M un point de (AB) et soit N un point de (AC).

M) 060
Si les droites ( MN) et (BC) sont paralléles,
AM AN MN
alors E (= )
AB AC BC
B) @

> DEMONSTRATION D 'EUCLIDE PAR LA METHODE DES AIRES

Remangue préliminaine 1:

L'aire d'un triangle est égale a

=3

(ol b représente la mesure de la base et h celle de la
hauteur associée a cette base ) b
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L'aire d'un triangle ne change pas lorsqu‘un des sommets se “"déplace” parallelement a son
c6té opposé.
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( Méme base et méme hauteur )




Remangue préliminaine 2 :

Enerncice l :

Soit ABC un triangle et soit M un point du
segment [BC].

Montrer que le rapport des aires des
triangles ABM et ACM est égal au rapport
des longueurs BM et CM

( C'est a dire, montrer que :

Ko7/ _ BM

WM

avec Hm laire du triangle ABM et Hacm l'aire du triangle ACM )

BM xh
2
CMxh

L'aire du triangle ABM est égale a :

L'aire du triangle ACM est égale a :

Par conséquent , le rapport des aires de ces deux triangles est égal a :

BMxh
w2 _BMxh 2 _BMxkx2 _BM
oAew CMxh 2 CMxh 2xCMxh CM
2

oo BW

Et donc : =

Soew M

Donc , le rapport des aires des deux triangles est égal au rapport des longueurs de leurs bases .
Remarque : En utilisant une démonstration analogue, nous avons de méme :

Lem  BM

e BC

Démonstration du thiereme de Thales
par Euclide :

Les deux droites (MN) et BC) sont paralléles .
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Considérons les triangles BMN et CMN.
Ces deux friangles ont la méme base [MN] et la méme hauteur , donc ils ont méme aire .
(le sommet B et le sommet C sont sur une paralléle a la base - cf. propriété ci-dessus )

Considérons maintenant les triangles BAN et CAM

Nous avons , en écrivant, par exemple, MBAN I'aire du triangle BAN :

MBAN:MAMN +MBMN
et MCAN:MAMN +MCMN

Mais nous avons démontré ci-dessus que les deux triangles BMN et CMN ont la méme aire.

Donc , comme ¥ aun = e, nous pouvons écrire :

MBAN = MCAN

Les deux triangles BAN et CAM ont la méme aire.




Considérons les deux triangles AMC et ABC. Ces deux
triangles ont la méme hauteur ( c'est la distance du point
C a la droite (AB).

En utilisant la remarque préliminaire ci-dessus ( cf.
Remarque préliminaire 2 ), nous avons :

MMC AM

e AB

Considérons maintenant les deux triangles ANB et ACB.
Ces deux tfriangles ont la méme hauteur. De la méme
fagon que précédemment, nous pouvons écrire :

MBN AN

e AC

Comme les deux triangles ABN et AMC ont la méme aire
(cf. démonstration ci-dessus), les deux rapports sont

€gaux :
Hnc - en
e s
Et par suite :
AM _ AN
AB AC

Nous venons de démontrer le théoréme de Thalés .

C'est dans le livre VI de
son ouvrage Les éléments
qu'Euclide présenta la
premiere démonstration du
théoreme de Thales




UNE AUTRE DEMONSTRATION

Soit ABC un triangle .

Soit E un point de [AB] et soit F un point de [AC].

Les droites ( EF) et (BC) sont paralléles.

Soit H le point d'intersection de la perpendiculaire a la droite (AB)
passant par F.

Calculons les aires des triangles AEF, ABC et du trapéze EFCB.
Nous avons :

MAEF - EFzAF MABC » BCZAC
EF +BC)xFC
MEFCB = ( . > )X

Mais MAEF + MEFCB = MABC ,donc :

EFxAF  (EF+BC)xFC _ BCxAC

2 2 2
. EF x AF +(EF +BC)xFC BCxAC
Soit > = >

EF x AF+(EF+BC) x FC = BC x AC

EF x AF+ EF x FC + BC x FC = BC x AC
EF x AF+ EF x FC = BC x AC - BC x FC
EF x ( AF+ FC) = BC x ( AC - FC)
Or AF+ FC = AC et AC - FC = AF
Donc EF x AC = BC x AF EF x AC = BC x AF

d'ol:

D'autre part ( en appelant h la longueur de FH ) :

M - AE X h
AEF >
Comme l'aire du triangle AEF est également égale a CFdf , hous avons :
AE2>< h _ EFxAF (égalité 1)
De méme , l'aire du triangle ABF peu s'écrire de deux manieres différentes :
o o= ABxh _ AFxAB
AEF = et A S —
Et donc : ABth = AF;BC (égalité 2)
L'égalité 1 permet d'écrire AE x h = EF x AF et par suite R
g P - b AF ~ AE
L'égalité 2 permet d'écrire AB x h = AF x BC et par suite i BC,
A P EF _wBC

Nous avons donc :

A AB
EF _BC| . EF_AE -
AE  AB BC AB




EF AE AF
BC AB AC
Soit, en ordonnant, pour retrouver I'écriture habituelle : [ AE _AF _ EF 1

Nous retrouvons les rapports connus :

AB  AC BC

UNE AUTRE DEMONSTRATION ( sous forme dexercice )

Enencice  : ®
Soit OAB un triangle. Soit M un point du segment
[OA]. La paralléle a la droite (AB) passant par M
coupe [OB] en N.

La perpendiculaire a la droite (AB) passant par O
coupe (MN) en H et (AB) en K.

a)Calculer de deux maniéres différentes cosKOA M) (] GO
(utiliser deux triangles ).

P . OH OK
En déduire que : OM - O0A
uis que 2M _ OH
PUIS QU€ “54° = oKk T
b)Calculer de deux maniéres différentes cosKOB & (K
(utiliser deux triangles ).
En déduire que : ook uis que ON ok
e on "o PU I Top T ok
7/ . 7/ 7/ 7/ F OM —t ON
c)Déduire des deux résultats précédents que : OA - 0B

Nous venons de démontrer la propriété de Thalés lorsque M et N appartiennent aux c6tés du triangle
OAB.

Et le troisieme rapport ?

d)La paralléle a la droite (OA) passant par le point N coupe (AB) en L.

Montrer que, en utilisant le résultat de la question ¢ : E:% , puis en simplifiant l—g—gzl—g—:,
montrer que PN = AL puis ON = ;2
OB BA OB AB
OM ON MN
OA OB AB

Remarque : ( Classe de troisieme ) Si M et N étaient respectivement sur les demi-droites [OA) et
[OB), mais pas sur les segments [OA] et [OB], la démonstration précédente serait encore correcte. II
suffirait d'inverser le rdle des points A et B et des points M et N.

Soit OAB un triangle. Soit M un point de la demi-droite d'origine O ne contenant pas A. La parallele a la
droite (AB) passant par M coupe (OB) en N.

Soient M’ et N' les symétriques des points M et N par rapport a O.

%’: = %NB = N/\\E , puis en constatant que OM = OM' , ON =ON'
OM ON MN
OA OB AB

Montrer I'égalité des trois rapports

et en démontrant que MN = M'N', en conclure que




